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Ecuaciones Diferenciales I. Examen X

Ejercicio 1. Dada la ecuaciéon diferencial

P(l’,y) + Q(«T,y)y/ =0

con P,Q € C'(R?), ;bajo qué condiciones existe un factor integrante del tipo
pu(z,y) = m(z +2y)?

Dado 2 C R?, un factor integrante u : Q — R para dicha ecuacién diferencial es
una funcién de clase C1(Q) que cumple:

» u(x,y) # 0 para todo (z,y) € Q.

= Al multiplicar por i la ecuacion diferencial, se obtiene una ecuacién diferencial

exacta. Es decir:
OuP) _ 0(pQ)

dy ox

Desarrollando dichas derivadas parciales, se tiene:

d(uP)  ou opP
oy oy Tt By
o(pQ) _ Op 2Q
or oz CTH Be

Por tanto, la condicién de exactitud queda:

ol oP Ou 0Q
-=.p el 2y
dy G dy O G ox

Empleando que p(z,y) = m(x + 2y), se tiene que sus derivadas parciales son:

o o

e (z,y) = m/(z + 2y)
op ,

- -9 )
By (z,y) = 2m/(x + 2y)

Sustituyendo en la condicién de exactitud, se obtiene:

o (4 29) P2, ) + mie+ 20) 00 (2,9 = (2 + 20)Q(a. ) + m(x + 20) 22z, y)

dy
o+ 20)(2P (o) - Qo) = e+ 20) ( G2400) = G o))

Imponemos entonces 2P(x,y) — Q(x,y) # 0 para todo (x,y) € €. Por ser un
factor integrante, m(x + 2y) # 0 para todo (z,y) € 2, por lo que la condicién de
exactitud queda:

oQ oprP

m(z+2y)  2P(x,y) — Qa,y)
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EL término izquierdo de la igualdad es funcién de z + 2y. Por tanto, hemos de
imponer que el término derecho también lo sea. Es decir, que exista una funcién
f R — R tal que:

0Q oPr
E(%y) - a—y(l’,y)

2P($7y> - Q(xvy)

Por tanto, hemos de imponer, en primer lugar, que ese cociente esté bien definido,
lo que se garantiza imponiendo 2P(x,y) — Q(x,y) # 0 para todo (z,y) € R? y, en
segundo lugar, que exista una funcién f: R — R tal que:

V(z,y) € Q

flr+2y) =

m'(z + 2y)

(e 1 20) =flz+2y) V(z,y) €

Aunque no se pide, calculemos cémo serda entonces el factor integrante. Sean
entonces ¢ la variable independiente y m la dependiente. Tenemos la ecuacién dife-
rencial:

/
mo_ (). con dominio R x R*
m

donde hemos supuesto m(£) > 0 para todo £ € R (en caso contrario, obtendriamos
otro factor integrante igualmente valido). Esta es una ecuacién diferencial de va-
riables separables. Integrando ambos lados de la ecuacién, notando por F'(§) a una
primitiva de f(£), y considerando constante de integracién nula (en caso contrario,
obtendriamos otro factor integrante igualmente valido), se tiene:

dm
[om = [
m
In(m) = F(¢)
m(e) = e
Por tanto, el factor integrante sera:

pl,y) = T

Ejercicio 2. Comprueba que la ecuacion diferencial

T

1
+ 27 + y' =0
y+er y+er

es exacta. Encuentra la solucién que cumple y(0) = 0.

Como y(0) = 0, tenemos que y(0) + €° = 1. Por tanto, el dominio de la ecuacién

diferencial es:
Q={(z,y) eR* |y +e” >0}

Comprobemos ahora que la ecuacion diferencial es exacta. Definimos:

P Q — R

T

(x,y) + 2x

y+er
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Q : Q — R
(ey) — —
x?
y —
Comprobemos si cumplen la condicién de exactitud:

oP e e
—_— x, = — = — v .’L‘, e Q
@” 2 (y +e)? (y +e)? (z.9)

Por tanto, tenemos que es exacta, y ademas el dominio €2 es estrellado. Para
encontrar la solucién, buscaremos una funcién potencial U tal que VU = (P, Q).
Integrando la segunda componente de VU con respecto a ¥y, obtenemos:

Ula) = [ Qndy = [ ——dy=aly + )+ (o)

donde ¢ : 71 (Q2) — R es una funcién que depende de x y representa la constante de
integracién. Derivando U con respecto a x, obtenemos:

oU 0 e

3r @Y = oy + ) +p@) = +¢(@)

x

+ 2x

p)
:P =
(z,y) Tt

Por tanto, tenemos que ¢'(x) = 2x, de donde obtenemos ¢(z) = 2? (notemos
que hemos elegido constante de integracion nula, puesto que el potencial es tinico
salvo una constante aditiva). Por tanto, el potencial U es:

Uz,y) =In(y + €") + 2

Por tanto, por la teoria vista en clase, como Q(0,4(0)) = 1 # 0, la solucién de la
ecuacién diferencial que cumple y(0) = 0 viene dada implicitamente por la ecuacién:

Uz,y) = U(0,5(0)) = In(y +€") +2° =0
Despejando y(x), obtenemos:
2

yx)+ et = = ylz)=e " — ¢ Ve eR

Ejercicio 3. Demuestra que las funciones fi(t) = 1, fo(t) = t* y f3(t) = |t’t son
linealmente independientes en |—1, 1].

Tenemos que f1, fo € C°(R). Estudiemos f3. Tenemos que:

4 .
f3(t):{t sit>0

—t* Sit<O0

Vemos que f3 € C(R). Ademés, por el cardcter local de la derivabilidad, tenemos
que f3 € C*(R\ {0}). Para estudiar el caso del origen, calculamos las derivadas de
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f33
4¢3 sit>0
/t _
(1) {—4t3 sit<0
(1) = 1262 sit>0
BT 122 sit <0
24¢ 1t>0
(1) = i
24t sit <0

Por tanto, vemos que f3 es 3 veces derivable en R, aunque tan solo buscabamos
las dos primeras derivadas. El Wronskiano de fi, fo y f3 es, para cualquier ¢ € |0, 1[:

1 2 ¢!
Wi o f)®) = |0 26 46| =248 | §‘=8t2(3t—t)=16t3>0
0 2 1212

Por tanto, como 3t € ]0,1[ C |—1, 1] tal que W (f1, fa, f3)(t) # 0, tenemos que f1, fo
y f3 son linealmente independientes en |—1,1[.

Ejercicio 4. En el intervalo I = ]—1,1[ se dan dos funciones A € C'(I), 8 € C(I)

y se define
t

z(t) = 3eA® — QeA(t)/ e~ 43 (s) ds.
0

Encuentra una ecuacién lineal de primer orden para la que la funcién z(t) sea solu-
cion.

Veamos en primer lugar que z € C''(I). En primer lugar, el primer término del
integrando es la composiciéon de dos funciones continuas, por lo que es continuo;
mientras que el segundo término es continuo por hipétesis. Por tanto, el integrando
es continuo en todo compacto [0,¢] C I; y por el Teorema Fundamental del Céalculo,
la integral es de clase C' en I. El resto de la expresiénde  es composicién, producto
y suma de funciones de clase 1, luego z € C(I). Derivando x con respecto a t,
obtenemos:

t
2'(t) = 3A (1) — 2A’(t)eA(t)/ e A6 (s) ds — 2eAWe AV B(1) =
0

t
= A'(t) (SeA(t) - 2€A(t)/ e~ 4G 3(s) ds> —25(t)
0
Usando la definicién de x(t), obtenemos:

w'(t) = A'(t)x(t) — 26(t)
Por tanto, la ecuacién diferencial lineal de primer orden cuya solucion es z(t) es:

= Az —28 con dominio I x R
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Notemos ademas que:

o) =0 (3 [0 250 a5)

Posiblemente, al leer el lector la solucion de esta forma, recuerde que se trata de
la formula vista en el Capitulo 2.

Ejercicio 5. Sea una funcién f : R — R de clase C! y con inversa g = f' : R - R
también de clase C!. Para cada A € R se define el cambio de variable en el plano
oy R? - R? (t,x) — (s,y) por las férmulas

s=t, y=flg(z)+N).

Demuestra que G = {p, | A € R} es un grupo de difeomorfismos del plano.



